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Twierdzenie Pitagorasa

Temat Geometria

Cele ksztatcenia Wykorzystanie twierdzenia Pitagorasa na rézne
sposoby.

Grupa wiekowa 12-16 lat (do dostosowania w kazdym kraju)

Czas trwania 45 minut

Zadania Odkryj Pitagorasa i zastosowania jego twierdzenia.

Powigzane wycieczki MONTAUBAN - AGEN

Wymagana znajomos¢

Podstawowych poje¢ geometrii
Dtugosci i pomiaréw
Dodawania i odejmowania
Podnoszenia liczb do kwadratu
Pierwiastka kwadratowego
Definicji i wtasnosci tréjkatéw

Stosowania wzoréw geometrycznych

Krok po kroku:

Krok 1: Pitagoras i jego twierdzenie

Troche historii

Definicja twierdzenia Pitagorasa:

Zycie i tworczo$¢ Pitagorasa nie sa dobrze znane. Urodzit sie w VI wieku p.n.e. na
Samos, wyspie na Morzu Egejskim. Po dtugiej podrdzy inicjacyjnej udat sie na
wygnanie do Krotonu, na potudnie od dzisiejszych Wtoch. Tam zatozyt szkote, ktéra
narzucita surowe zasady zycia i przybrata forme wptywowego bractwa. Pitagoreizm to

ruch filozoficzny, religijny i moralny, ale takze polityczny. Méwi sie, ze Cylon, jeden z
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przeciwnikow Pitagorasa, poprowadzit bunt przeciwko niemu, zapowiadajac koniec

szkoty i rozpraszajgc zwolennikéw mistrza.

Pitagoras bardzo wczesnie stat sie postaciag legendarna.

Zanim skupimy sie na definicji twierdzenia, nalezy najpierw przypomniec sobie, czym
jest trojkat prostokatny. Poniewaz twierdzenie Pitagorasa ma zastosowanie tylko do

tego typu figur geometrycznych.

Tréjkat prostokatny:
Trojkat prostokatny to trojkat, ktéry zawiera kat prosty, czyli kat 90 stopni (90°).
Poszczegodlne boki tréjkata majg okreslone nazwy:

e Przeciwprostokatna to bok przeciwlegty do kata prostego (90°). Jest to

najdtuzszy z trzech bokoéw.

c A

e Przyprostokatna to jeden z bokow, ktéry tworzy kat prosty, ale jest
przeciwlegty do jednego z dwdch pozostatych katéw ostrych.

Bok BC znajduje sie naprzeciw kata A

Przyprostokatna
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¢ Druga przyprostokatna jest jednym z bokéw kata ostrego, a nie przeciwprostokatna.
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Bok AC przylega do kata A.

C Przyprostokatna A

W przypadku twierdzenia Pitagorasa gtéwnym elementem jest przeciwprostokatna.

Twierdzenie Pitagorasa:

Twierdzenie Pitagorasa jest nastepujace:

Jezeli tréjkat jest prostokatny, to kwadrat dtugosci przeciwprostokatnej jest réwny
sumie kwadratéw dtugosci przyprostokatnych.

Mozna to podsumowac nastepujgcym wzorem:

a’ + b? = ¢?

gdzie a, b i c oznaczajg dtugosci bokdéw trdjkata prostokatnego.

Twierdzenie to pozwala obliczy¢ dtugosc jednego boku trojkata prostokatnego, gdy

znane sa dtugosci dwdch innych bokéw.

Krok 2: Cwiczenia

Przyktad ¢wiczenia do wykonania w celu zrozumienia zwigzku miedzy twierdzeniem
Pitagorasa a zyciem codziennym

Aby uczynic¢ ¢wiczenia bardziej konkretnymi, mozna odnies¢ je na przyktad do
rzeczywistych sytuaciji:

Louis mieszka w domu z garazem 2,25 m pod ziemia. Aby sie tam dostac, Louis musi
pokonac¢ rampe o dtugosci 10,25 m.

Jaka jest odlegtos¢ miedzy bramg a wejsciem do jego domu?
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Oblicz jeden bok tréjkata prostokatnego za pomoca wzoru na twierdzenie Pitagorasa.
Przyktad

Spéjrzmy na trojkat prostokatny, ktérego jeden bok ma dtugosé 6 cm, a
przeciwprostokatna ma dtugos¢ 10 cm.

Czy mozna obliczy¢ dtugoscé trzeciego boku?

Niech "a" bedzie dtugoscia tego boku.
Do obliczen uzyj wzoru z twierdzenia.
102 = g? + 62

100 = a?+ 36

a’=100 - 36

a’ =64

a=8
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Sprawdzanie, czy tréjkat jest rzeczywiscie trojkatem prostokatnym.

Poniewaz twierdzenie Pitagorasa odnosi sie tylko do trojkata prostokatnego, mozemy
je uzy¢ do sprawdzenia. Nazywamy to wzajemnoscia tréjkata, czyli sprawdzeniem, czy
jest to rzeczywiscie trojkat prostokatny.

Odwrotnos¢ twierdzenia Pitagorasa mowi, ze jezeli liczby a,b,c bedace dtugos$ciami
bokow tréjkata (gdzie c to dtugos¢ najdtuzszego z bokéw) spetniajg warunek

a2 + b2 = c2, to trojkat ten jest tréjkatem prostokatnym

Poniewaz wiemy, ze przeciwprostokatna jest najdtuzszym bokiem, musimy doda¢
kwadraty dwéch najkrétszych dtugosci i sprawdzi¢, czy suma ta jest rowna kwadratowi

najdtuzszego boku (przeciwprostokatne;j).

Przyktad

Rozwazmy trojkat, ktérego dtugosci wynosza 3, 4 i 5.

Czy potrafisz udowodnié, ze jest on lub nie jest trojkatem prostokatnym?

Aby udowodni¢, ze ten trojkat jest trojkatem prostokatnym, musimy uzy¢ odwrotnosci
twierdzenia Pitagorasa.

Jesli zastosujemy ten wzér, otrzymamy:

32+42=5?2

Przeanalizujmy te obliczenia:

9+16=52
25=52
25=25

Zatem, 32 + 42 = 52 wiec z odwrotnosci twierdzenia Pitagorasa wynika, ze jest to

trojkat prostokatny.
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Krok 3: Lina z 13 weztami

Lina z trzynastoma weztami byta narzedziem uzywanym w starozytnym Egipcie.
Stanowita ona niezbedne narzedzie dla budowniczych w $redniowieczu, ktérzy uzywali
jej do przekazywania instrukcji budowlanych, zrozumiatych dla robotnikéw
nieobeznanych z geometrig i obliczeniami. W ten sposéb narzedzie to byto
wykorzystywane do przekazywania planéw budowy pracownikom, utatwiajgc w ten
sposéb realizacje ztozonych projektéw architektonicznych.

Jest to lina z 13 weztami, tworzaca 12 odstepéw o réwnej dtugosci. Kazdy wezet
dziata jak znak na linie, wyznaczajac przestrzen miedzy kazdym centymetrem,
podobnie jak znacznik na linijce. Nalezy zauwazy¢, ze wezet nie jest sam w sobie miarg

dtugosci, ale raczej odniesieniem, rodzajem podziatki na linie.

Gl ——O—0— 00— 00— —0—9

Taka lina wydaje sie umozliwia¢ nauczanie wielu poje¢ matematycznych.
Stymulujace narzedzie edukacyjne:

Zainteresowanie "ling z trzynastoma weztami" wynika z wielu aspektow:
e motywacji zaréwno nauczycieli, jak i uczniéw, zaciekawionych i
zainteresowanych tym starozytnym narzedziem;
e mozliwosci potaczenia wiedzy w przestrzeni rzeczywistej i modelowania za
pomocg geometrii;
e ukryte rozréznienie miedzy rysunkiem a figurag ma fundamentalne znaczenie dla

geometrii:

Mozliwe s3 réwniez inne rozwigzania, w szczegoblnosci rozwdj wiedzy zwigzanej z

kotem.
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Aspekt historyczny jest réwniez niezbedny, poniewaz pozwala uczniom zrozumieé

ewolucyjna sciezke budowania wiedzy, w szczegélnosci na temat narzedzi dostepnych

w populacji w danym momencie jej historii.

Lina z 13 weztami jest narzedziem edukacyjnym, ktérego wielokrotne uzycie pozwala

uczniom poznac pojecia:

e w dziedzinie geometrii jest poteznym narzedziem: figura ptaska (tréjkat prosty,
tréjkat rownoramienny, tréjkat rownoboczny, kwadrat, prostokat, romb mogg
by¢ w szczegdlnosci urzeczywistnione przez cieciwe), figura w przestrzeni,
wyroéwnanie, odcinek, linia, okrag, ortogonalnos¢, réwnolegtosé, wielokaty,

symetria, $Srodek.

Lina pozwala na wizualizacje kwadratu lub rombu poprzez powtérzenie 4 identycznych
liczb (3+3+3+3), prostokatéw lub réwnolegtobokéw poprzez powtérzenie pary liczb
(1+5+1+5 i 2+4+2+4), trapezéw rownoramiennych poprzez te samg liczbe w dwdéch
réznych miejscach (1+3+5+3 lub 2+3+2+5), tréjkat rownoboczny (4+4+4) lub tréjkat
réwnoramienny (2+5+5), ktéry ma pie¢ przedziatéw na dwoch bokach i dwa przedziaty
na podstawie lub trojkat prostokatny (3+4+5) z kagtem prostym, a tym samym odkry¢

witasciwosci pozwalajgce nam rozrézni¢ figury miedzy nimi.
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Przyktad dla tréjkata prostokatnego:
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e w zakresie wielkosci i pomiaréw: dtugos$¢, obwadd, pole, istnienie wielokata o
danych wymiarach (nieréwnos¢ tréjkatna);

e w domenie cyfrowej: rozktad addytywny liczby 12, poréwnywanie liczb itp. Lina
z 13 weztami pozwala dodawa¢, odejmowad, mnozy¢ i dzieli¢ bez obliczen! Na
przyktad, ztozenie liny tak, aby na kazdym zagieciu znajdowaty sie cztery
przedziaty, pozwoli nam zaobserwowaé, ze trzy zagiecia razy cztery
przedziaty = 12 przedziatow. Jest to rowniez kolejny pretekst do pracy nad

utamkami.

Krok 4: Praca domowa i wskazdwki do dalszej pracy

Przyktadowe ¢wiczenia do wykonania w celu zrozumienia zwigzku pomiedzy ling z 13
weztami a twierdzeniem Pitagorasa

Ogolne: Jak udowodnic twierdzenie Pitagorasa za pomoca liny z 13 weztami?
Uzywamy liny z trzynastoma weztami w rownych odlegtos$ciach, co daje dwanascie
identycznych odstepéw. Jedna osoba trzyma dwa wezty koricowe. Inna osoba trzyma
czwarty wezet, a jedna siodmy wezet. Rozciaggajac line, uzyskuja idealny trojkat
prostokatny.

Dlaczego? Poniewaz jeden bok ma 3 jednostki miary (przedziaty), drugi 4, a

przeciwprostokatna ma 5 jednostek miary.
3+42=5

Twierdzenie Pitagorasa jest potwierdzone: otrzymany trojkat jest trojkatem

prostokatnym z katem prostym.

Przyktadowe instrukcje:
1. Egipcjanie wiedzieli, jak sprawdzi¢, czy katy sa proste, za pomoca liny z 13
regularnie rozmieszczonymi weztami. Wyjasnij, dlaczego i w jaki sposob

mozemy sprawdzi¢, czy kat jest prosty, uzywajac liny z 13 weztami.
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2. Wyobrazmy sobie line z 13 weztami rozciggnietg miedzy dwoma drzewami,

tworzaca z ziemia tréjkat prostokatny. Jesli cieciwa ma dtugos¢ 15 jednostek, a
jeden z bokéw przylegajacych do prawego rogu cieciwy ma dtugosé 9
jednostek, to wyznacz dtugos¢ boku przeciwlegtego do prawego rogu,
korzystajac z twierdzenia Pitagorasa.

3. Odkrywca porusza sie przez dzungle, uzywajac 13-weztowej liny jako
przewodnika. Po przejsciu 8 jednostek na wschéd, a nastepnie 5 jednostek na
potnoc, jak daleko przeszedt w linii prostej od punktu poczatkowego?

Cwiczenia te pozwalaja na zastosowanie twierdzenia Pitagorasa przy uzyciu liny z 13
weztami w réznych kontekstach. Mozesz rozwigzywac te zadania okreslajac boki
tréjkata, stosujgc twierdzenie Pitagorasa i wykorzystujac wtasnosci trojkatow

prostokatnych.

Inne zadania do wykonania przez uczniéw:
e utworz tréjkat prostokatny
e utworz tréjkat rownoramienny
e utworz tréjkat réwnoboczny
e utwdrz kwadrat

e utworz prostokat
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