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Tytut Roéwnania z dwiema niewiadomymi

Cele ksztatcenia

Umiejetnos¢ interpretowania punktéw w
kartezjanskim uktadzie wspoétrzednych, rozwigzywanie
réwnan z dwiema zmiennymi. Wyznaczanie
maksimum/minimum za pomocg funkcji
kwadratowych. Rozwigzywanie rownan stozkéw z

danych i odwrotnie.

Grupa wiekowa

14-18 lat (do dostosowania w kazdym kraju)

Czas trwania

2h

Zadania Poszukiwanie szczegblnych punktow elips i paraboli w
praktyce.
Powiazane wycieczki Piza, Lukka

Uczen powinien:

znac ptaszczyzne kartezjanska jako uktad odniesienia za pomoca wspotrzednych;

wiedzie¢, jak rozpoznac rodzaj stozka po nadaniu mu normalnego ksztattu.

Krok po kroku:

Krok 1: Wstep

Roéwnania z dwiema niewiadomymi to temat rozciggajacy sie od analizy po geometrie i

algebre. Sg to réwnania w x i y, a rozwigzaniami sg wszystkie i tylko uporzadkowane

pary (x;y), ktore sprawiaja, Ze rownosc jest prawdziwa. Zbior tych rozwigzan

odpowiada miejscu geometrycznemu na ptaszczyznie kartezjanskiej. W szczegélnosci

zajmiemy sie parabolg i elipsa.
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Kilka krétkich informacji historycznych.
Réwnania zostaty wprowadzone po raz pierwszy w IX wieku naszej ery przez
perskiego matematyka, astronoma Al-Khwarizmi, w celu rozwigzania problemoéw
kupieckich lub podziatu spadku.

Jednak algebra klasyczna narodzita sie i rozwineta w $wiecie arabskim; we Wtoszech
musieliSmy poczekac do Xl w., kiedy to powstaty szkoty, w rozwéj ktérych znaczacy
wktad wniést Leonardo Pisano, znany jako Fibonacci.

Pdézniej, w okresie renesansu, istnieli wielcy algebraisci, tacy jak ||

Pacioli, Cardano i Bombelli.

Leonardo Pisano-La tecnica

Dopiero pézniej, w XVII wieku, symbolike, ktérg znamy i dolla scuola

uzywamy do dzis, wprowadzit Kartezjusz. To wtasnie odtad,

dzieki niemu i Fermatowi, algebra potaczyta sie z geometrig. W 1637 roku Kartezjusz
wprowadzit geometrie analityczng i stwierdzit, ze réwnania drugiego stopnia sg
zwigzane z krzywymi stozkowymi badanymi przez Apoloniusza (262-190 p.n.e.). Wraz
z wprowadzeniem nowych metod algebraicznych zwigzanych z ptaszczyzng
kartezjaniskg Kartezjusz i Fermat zdotali rozwigzac stojace przed nimi problemy w
prostszy sposéb i zweryfikowac wtasciwosci stozkdow. W rzeczywistosci te ostatnie
odkryt juz wczeséniej Menaechmus (380-320 p.n.e.), probujac rozwigzac problem

powielenia szescianu.

Menaechmus jako pierwszy wykazat, ze krzywe

stozkowe mozna uzyskac przez przeciecie stozka z

ptaszczyzng (stad nazwa stozkéw). Pézniej Apoloniusz et

wykazat, ze mozna je otrzymac réwniez z podwodjnego hyperbola
stozka, przecinajac go ptaszczyzng o zmiennym

nachyleniu. Zawdzieczamy mu takze nazwy paraboli,
elipsy i hiperboli. Po Apoloniuszu porzucono badania

nad stozkami.
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Pojawity sie one ponownie w okresie renesansu, w sztuce z
perspektywa, a nastepnie w baroku, gdzie zakrzywione

linie (elipsy) zajmowaty uprzywilejowane miejsce.

Powigzania miedzy tymi elementami a tematami matematycznymi

Krzywe stozkowe s3 czterech typdw: parabola, obwdd, elipsa i hiperbola. Dwa wazne
zastosowania w rzeczywistych sytuacjach, w celu znalezienia maksimum i minimum
lub problemoéw akustycznych, dotyczg w szczegdlnosci paraboli i elips, na ktérych sie

skupimy.

Parabola to zbiér punktéw punktéw na ptaszczyznie P,
rownoodlegtych od danego punktu, zwanego ogniskiem F, i =

od danej linii prostej r, zwanej kierownica. P

r

d(P.r)=PF

Z tej definicji, po kilku przeksztatceniach algebraicznych mozemy otrzymac, réwnanie
paraboli:

y=ax®*+bx+c

Parabole z tym rownaniem majg o$ symetrii rownolegta do osi y:
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Jesli a>0, ramiona paraboli sg skierowane do gory, a wierzchotek V jest najnizszym
punktem.

Jesdli a<0, ramiona sg skierowane w dét, a wierzchotek V jest najwyzszym punktem.
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Elipsa to zbiér punktéw P na ptaszczyznie takich, ze suma odlegtosci tych punktéw od

dwach statych punktéw, zwanych ogniskami F1 i F2, jest stata.
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P

Z definicji, po kilku przeksztatceniach, dochodzimy do réwnania elipsy w postaci
ogolnej:
x2 2
2 + 7 -
a? b2

ai b to dtugosci poétosi

Jesli a>b, ogniska znajduja sie na osi x:

$ Az
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Jesli a<b, ogniska znajduja sie na osi y:

Aq1(0;-a) A5(0;a)
-

Krok 2: Cwiczenia

Cwiczenie 1

Wyzwanie: Masz tylko 320 m ptotu i chcesz ogrodzi¢ jak najwiecej terenu.
Ogrodzenie musi mie¢ ksztatt prostokata. Jak dtugie powinny by¢ boki tego
prostokata?

Jesli wezmiemy L1=10m i L2=150m, prostokat bedzie miat pole...

Jesli wezmiemy L1=20m i L2=140m, prostokat bedzie miat pole...

Uwaga, pamietajcie, ze obwdd musi wynosi¢ 320m: 2L1+2L2=320m, zatem

L1+L2=160m.
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Metoda préb i btedéw sprébuj rozwigzac¢ ten sam problem, uzywajac x jako
niewiadomej dla jednej strony (a co za tym idzie, druga bedzie wynosi¢ 160-x) i
uzyskujac parabole zwigzang ze wzorem na pole: y=x(160-x). Jaki szczegdlny punkt tej

paraboli wskazuje na rozwigzanie problemu?

Cwiczenie 2

Obserwuj trajektorie lotu ryby. Czy rozpoznajesz jakas szczegélng krzywizne? Co
reprezentuje najwyzszy punkt tej krzywej? Wyznacz wspétrzedne tego punktu.
Nastepnie znajdz odcietg punktu B, w ktérym ryba ponownie wchodzi do wody.

*Wyzwanie: sprobuj wyznaczy¢ réwnanie krzywej opisujacej trajektorie ryby.

Cwiczenie 3

Sproébuj skonstruowac elipse w oparciu o charakterystyczne punkty. Wez kartke
papieru, przebij ja w dwdch miejscach - ktére bedg odpowiada¢ dwdém ogniskom - i
odetnij kawatek sznurka o zadanej dtugosci. Przymocuj ni¢ w dwdéch punktach,
zabezpieczajac jg z tytu tasma klejaca, a nastepnie otdwkiem, ciggnac sznurek do
momentu, az bedzie napiety, narysuj elipse na kartce. Pod ponizszym linkiem mozna
obejrzec film, ktéry to pokazuje:

https://www.youtube.com/shorts/nKgfHrYFne8



https://www.youtube.com/shorts/nKqfHrYFne8
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Przesledz trajektorie kuli bilardowej po narysowanej elipsie i oblicz trajektorie odbicia

od elipsy, wiedzac, ze odbicie ma ten sam kat w stosunku do prostopadtej trajektorii

dotarcia.

Gdzie na pewno trafiajg pitki, ktore wystartowaty z ogniska, po pierwszym odbiciu?

Aby doktadnie obliczy¢ kat, uzyj katomierza.
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Cwiczenie 4

Na tym zdjeciu Koloseum wida¢ konstrukcje w ksztatcie elipsy. Maksymalna dtugos$¢
(0$ gtéwna) amfiteatru wynosi okoto 188 m, natomiast maksymalna szeroko$¢ (o$
mata) wynosi okoto 156 m. Uzyskaj rownanie elipsy reprezentujacej zewnetrzny obrys
budynku, wybierajac $rodek elipsy jako poczatek uktadu odniesienia i linie prosta
zawierajaca 0$ gtowng jako o$ x. Gdzie znajduja sie ogniska w tym punkcie

odniesienia?
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Bergamini-Barozzi-Trifone-Lineamenti di matematica.azzurro-vol.3

Krok 3: Praca domowa i wskazéwki do dalszej pracy

Zadanie 1

Ni¢ o dtugosci 20 cm przecieto na dwie czesci. Z uzyskanych dwéch kawatkéw
powstaja dwa kwadraty. W ktérym miejscu przecigé nitke, aby suma kwadratow byta

najmniejsza?

Zadanie 2
Okno ma ksztatt prostokata zwienczonego pétkolem, ktérego $Srednica pokrywa sie z
jednym bokiem prostokata. Obwdd okna wynosi 24m. Wyznacz promien pétkola tak,

aby przez to okno wpadato najwiecej Swiatta.

Zadanie 3
Komora ze sklepieniem elipsoidalnym ma te wtasciwosc¢ akustyczna, ze jesli dwie
osoby ustawig sie w ogniskach elipsy i bedg méwi¢ cicho, odwrdceni plecami, stysza

sie bardzo dobrze, jakby byli blisko. Dzieje sie tak na skutek odbicia fal akustycznych
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od scian sklepienia. Na ponizszym rysunku widzimy dwie osoby z gtowami w

ogniskach elipsy. Znajdz réwnanie elipsy.

(Z rysunku mozna obliczy¢ dtugosé gtownej osi 2a i odlegtos¢ ogniskowsa 2c. Jak

obliczy¢ b?)

Bergamini-Barozzi-Trifone-Lineamenti di matematica.azzurro-vol.3

Materiaty potrzebne do zajec

Sznurek, przescieradta, nozyczki, tasma, kagtomierz, otéwek.
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Ta praca jest dostepna na licencji Creative Commons Attribution-
NonCommercial-ShareAlike 4.0 International License (http://crea-

tivecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/).
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