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Ciag arytmetyczny i ciag
geometryczny

Temat Ciagi liczbowe

Cele ksztatcenia Zastosowanie ciggéw liczbowych do praktycznych
obliczen

Grupa wiekowa 14-18 lat (do dostosowania w kazdym kraju)

Przewidywany czas 2 godziny

Zadania Uzycie ciggdéw liczbowych do obliczen finansowych

Powigzane wycieczki Warszawa, Lille, Amiens, Lukka, Agen

Wymagana wczesniejsza wiedza

Uczen potrafi:
e obliczy¢ kolejny wyraz ciggu arytmetycznego majac jego pierwszy wyraz i
réznice ciggu;
e obliczy¢ kolejny wyraz ciggu geometrycznego majac jego pierwszy wyraz i iloraz
ciagu.

e zastosowac wzory na sume n-poczatkowych wyrazéw dla obu ciggdw.
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Krok po kroku: kolejnos¢ w klasie

Krok 1: Wprowadzenie do tematu

Krétka prezentacja elementéw dziedzictwa w tej kolejnosci

Z ciggiem arytmetycznym zwiazana jest ciekawostka z zycia Carla Friedricha Gaussa
(1777 - 1855) niemieckiego naukowca i wynalazcy. Gauss juz od najmtodszych lat
wykazywat niezwykte zdolno$ci matematyczne.

Podobno gdy Gauss miat 7 lat, nauczyciel w jego klasie kazat uczniom obliczy¢ sume
liczb naturalnych od 1 do 50 (ktére przeciez stanowig cigg arytmetyczny o pierwszym
wyrazie i réznicy réwnym 1). Zapewne miat nadzieje, ze zajmie to uczniom duzo czasu
i dzieki temu bedzie miat spokéj do konca lekcji. Mozna sobie wyobrazi¢ jego
zaskoczenie, gdy mody Gauss podat poprawng odpowiedz juz po chwili.

By¢ moze Gauss liczyt w nastepujacy sposéb. Zapisat on liczby od 1 do 50, a pod

spodem te same liczby w odwrotnej kolejnosci i wykonat dodawanie:

1 +2 +34+ 4 + ...+ 49450
T 50 449 +48 +47 +... + 2 +1

ST +51T + 51 4+ 51 + ... + 51+51 =51%50

W ten sposéb otrzymat liczbe dwa razy wieksza niz szukana suma. Wobec tego:

142 +3 + ...+ 49+50=51;7£50=1275

Powigzania miedzy tymi elementami a tematami matematycznymi
Opisany w tej ciekawostce sposdb obliczania sumy 50 poczatkowych liczb naturalnych
mozna wykorzystac do znalezienia sumy poczatkowych wyrazéw dowolnego ciggu
arytmetycznego:
Sn- suma n-poczgtkowych wyrazéw ciqgu
611 +a 7
=—-n di- pierwszy wyraz ciqgu

S”
2

an- ostatni wyraz ciqgu
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W odniesieniu do tego, co liczyt Gauss mozna powiedziec, ze licznik w tym wzorze,
czyli: ai+an=51, natomiast n=50.
Przy okazji przypomnijmy wzér na kolejny wyraz ciagu arytmetycznego: a,=a,;+(n—1)-r

gdzie r to rdznica ciggu.

Ciagiem geometrycznym nazywamy natomiast ciag liczbowy co najmniej
trzywyrazowy, w ktérym kazdy wyraz, poczawszy od drugiego, powstaje przez
pomnozenie wyrazu poprzedniego przez liczbe, zwang ilorazem ciggu.

Przyktadem takiego ciggu jest: -1, 2, -4, 8, ... gdzie pierwszy wyraz, czyli a1=-1 a
iloraz ciggu (q) jest rowny -2.

Aby otrzymac kolejne wyrazy ciggu geometrycznego musimy zastosowac wzér:

n—1
a =da;-q

n

Wz6r na sume n-kolejnych wyrazéw ciaggu to:

n Sn- suma n-poczgtkowych wyrazéw ciqgu

' 1—g di- pierwszy wyraz ciqgu

an- ostatni wyraz ciqgu

Krok 2: Zajecia klasowe
Rozgrzewka

1. W ciggu arytmetycznym dane s3g; a1 = 16 i r=-2. Oblicz aso oraz sume 50

poczatkowych wyrazéw tego ciaggu.

2
2. Sprawdz, czy liczby: 14, 2, 7 tworzg cigg geometryczny.

1
2
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Kieszonkowe

najblizsze dwa lata bedzie ci co miesigc wyptacat kieszonkowe. Przedstawit ci dwie

propozycje do wyboru:

Propozycja nr 1:

W pierwszym miesigcu otrzymujesz
kwote 100 €, a w kazdym nastepnym
miesigcu bedziesz otrzymywat wiecej niz
w poprzednim o kwote réwng 50%
kieszonkowego w pierwszym miesigcu.

Ktora propozycje wybraé?
Obliczmy, jak wysokie kieszonkowe otrzymatbys w kolejnych miesigcach. K, oznacza

kieszonkowe (w €) otrzymane w n-tym miesigcu. Zatem sytuacja wyglada tak:

Propozycja nr 1:

K, =100 Ky=2

K,=K,+50=100+ 50 Ky=K;x15=2%15
Ky=K,+50=100+ 250 Ky=K,*15=2%15"
K,=K;+50=100+3 x50 K,=K,+15=2%15"

K,=K,_;+50 =100+ (n—1)* 50 K,=K,_ ;%15 =2%15""

Kolejne wyptaty w 1 propozycji tworzg cigg arytmetyczny (o pierwszym wyrazie
K1=100 i réznicy r=50), a w drugiej - cigg geometryczny (o pierwszym wyrazie K1=2 i

ilorazie q=1,5).
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Uzupetnij tabele a dowiesz sie ile kieszonkowego otrzymatbys w kazdym miesigcu

pierwszego roku:

miesigc

10

11

12

Propozycjanr 1

100

150

200 [ [

650

W tej tabeli przedstawiono, ile otrzymasz kieszonkowego w ostatnim miesigcu po

pierwszym i drugim roku:

Propozycja nr 1:

K12

100+11*50=650

K24

100+23*50=1 250

Jesli wybierzemy propozycje nr 1, to w ostatnim miesigcu pierwszego roku

otrzymamy wiecej niz propozycji nr 2. Jednak w ostatnim miesigcu drugiego roku

zdecydowanie wyzsza jest wyptata wedtug propozycji nr 2.

Policzmy teraz sume wszystkich wyptat z obu propozycji. Skorzystamy tutaj ze wzoréw

na sume n poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego i geometrycznego.

Propozycja nr 1:

24 =

_100+1250

=222800

K,+K,,

% 24 =

24 =




%fp) - Dofinansowane przez
> Unie Europejska

MATH
Propozycja nr 2, chociaz wydawata sie na poczatku mato atrakcyjna, okazata sie o
wiele korzystniejsza niz propozycja nr 1.
Obie te propozycje przypominajg nam dwa najczesciej spotykane sposoby naliczania
odsetek przy roznych operacjach finansowych. Przyjrzyjmy sie doktadniej propozycji nr
2.
W tej metodzie odsetki obliczane s3 od kapitatu powiekszonego o odsetki za
wczesniejszy okres. Jesli kapitat poczagtkowy wynosit Ko, a oprocentowanie jest rowne

p%, to po kolejnych okresach naliczania odsetek kapitat wraz z odsetkami wynosi:

. . p p
po pierwszym okresie: K. =K.+ —K.=K,|1 4+ —
%100 % 0 T 100
P P o\

po dwéch okresach: K.=K. +—K.=K/|[1+—| =K.|1+—

C e S [ S 100) 1(_ 100
po n okresach: K =K1+ '

" 0100

Ten sposob obliczania odsetek (zysku) stosowany jest zwykle przy naliczaniu odsetek
od lokat bankowych. Gdy bank dolicza kwote odsetek do kapitatu (stanu konta), to
mowimy, ze odsetki sg kapitalizowane.

Uwaga: W ponizszych zadaniach, gdy méwimy o oprocentowaniu lokat bankowych,

nie uwzgledniamy podatku od odsetek (zysku), czyli przyjmujemy, ze podano

oprocentowanie netto.
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Zadanie 1

Na konto, ktérego oprocentowanie wynosi 4% w skali roku, wptacono 10 000 €.
Oblicz, jaki bedzie stan konta po uptywie 5 lat, jesli wtasciciel konta nie bedzie

dokonywat zadnych wptat ani wyptat.

Ko = 10 000 € Ko - wptacona kwota
p% = 4% p - oprocentowanie w skali roku
n=>5 n - liczba lat (okreséw naliczania odsetek)

Ks - kwota na koncie po 5 latach

\5 5

p 4 .

1T+——| =10000 (1 +—| =7
100_) 100)

K.=K,

Dokoncz obliczenia. Czy zysk z tej lokaty bedzie wyzszy niz 2 000 € ?

Przy lokatach krétszych niz 1 rok bank kapitalizuje odsetki po kazdym okresie trwania
lokaty. Jeéli na przyktad pozostawimy pienigdze na lokacie 3-miesiecznej na 2 lata, to
odsetki beda naliczane co 3 miesiace, czyli w tym przypadku 8 razy. Powinniémy to tez

uwzgledni¢ w ustalaniu oprocentowania (p). Oméwimy to w kolejnym zadaniu.

Zadanie 2
Na lokate 2-miesieczng wptacamy 30 000 €. Oprocentowanie tej lokaty wynosi 5%

w skali roku. Jaki bedzie stan konta po uptywie poéttora roku?

Ko = 30 000 €
n=9 1.5 roku = 18 miesiecy, a lokata jest 2-miesieczna,

mamy wiec n = 9 okreséw naliczania odsetek

pe = 12 * 3% = g{-’" obliczamy oprocentowanie za okres lokaty

) I
Obliczamy wedtug wzoru: K = KO(1 + TIR] stan konta po 18 miesigcach:
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Krok 3: Praca domowa i pomysty na rozwdj
Karol, ktéry ma 25 lat, zamierza wptaca¢ 100 € na fundusz emerytalny na poczatku
kazdego miesigca. Oprocentowanie funduszu wynosi 6% w skali roku, a kapitalizacja

odsetek jest miesieczna. Jaki kapitat zostanie zgromadzony przez Karola, gdy bedzie on

w wieku 65 lat?

Materiaty potrzebne do wycieczki
Kalkulator
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